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1. Movimiento de particulas en
un fluido

Fijado un espacio €2 C R3, supondremos siempre que serd abierto! y conexo?.

Notacién. A cada punto de ) lo notaremos normalmente por p € €2, que tendra
coordenadas:

p=(z,y,2)

El fluido suele llevar en cada punto una direccién y una velocidad, por lo que en cada
punto p € €2 tendremos un vector v que determina la velocidad del fluido, la cual
supondremos conocida siempre. Este vector no tiene por qué ser constante sino que
puede depender del tiempo, por lo que generalmente v serd una funcién v = v(t, p),
es decir, v : R x Q — R3 es una aplicacién que a cada momento t y posicién p le
asigna un vector v(t, p).

Si tenemos una particula en el fluido que se mueve esta determinara una trayectoria,
que podemos modelar como una curva parametrizada p(t).

Podremos medir la velocidad de la particula de dos formas: observando la velocidad
de la particula de forma interna (como el cuentakilémetros de un coche) o suponien-
do que es una particula que se deja llevar por la corriente y que su velocidad es la
del fluido. La velocidad es la derivada de p.

En el segundo caso:
pt) = V(¢ p(t))

Estamos ante una ecuacién diferencial. Observemos que es un sistema de primer
orden en forma normal, puesto que las coordenadas de p son funciones del tiempo.
Si escribimos V' = (u, v, w) tenemos:

T =u(t,x,y, 2)

y‘ - U(t7 x? y? Z)
Z=w(t,x,y,z)

Un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas, que conocidas las velocidades del fluido
determina la trayectoria de la particula.

1Queremos estudiar movimientos de particulas en un fluido y pasan cosas no deseadas en la
frontera.
2Por comodidad.
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Observacion. Observemos que en la notacién primera hemos escrito explicitamente
que p estd en funcién de t. En la segunda notacion estamos usando la notaciéon
habitual en las ecuaciones diferenciales, omitiendo la dependencia de t y pensandola
de forma implicita. Podemos asi reescribir la primera ecuaciéon como:

p="VI(tp)

Una vez denotamos p(t) estamos diciendo que es una solucién concreta, por lo que
serd una variable dependiente de . Sin embargo, cuando hablamos de V' (¢, p) vemos
p como una variable independiente.

Apareceran sistemas auténomos, que representan fluidos estacionarios, donde la ve-
locidad V (¢, p) no depende del tiempo.

Ejemplo. Comenzamos primero con dos ejemplos de fluidos estacionarios (el vector
en cada posicién no depende del tiempo):

» Consideramos 2 = R3 y tomamos:
V(t,x,y,z) = (0,1,0)

Observamos que es un sistema auténomo (no depende del tiempo) y en el que
la velocidad tampoco depende de la posicion:

=0
=1
z=0

Con lo que las soluciones son de la forma:

z(t) =
y(t) =t+co
2(t) = c3

Es una familia que depende de 3 pardmetros.

» Tomamos la ecuacién de un vértice lineal, Q = R3 y:

V(t, x,yY, Z) = (ya -, 0)

Tenemos el sistema:

T=1
j=—w
z2=0

Es un sistema lineal homogéneo, que nos da las soluciones:
2(t) = ¢3

Reducimos a una ecuacion de segundo orden, derivando en la primera:
T+z=0
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Por lo que:
x(t) = c1 cos(t) + cosen(t)

Y también tendremos:
y(t) = —cy sen(t) + co cos(t)

Para ciertas condiciones iniciales ¢y, ¢, c3 € R.

Nuestro objetivo ahora es tratar de probar que el sistema:

p="VI(tp)
con la condicién inicial p(ty) = po tiene una solucién. Luego trataremos de ver que

en cada condicién inicial tenemos una unica soluciéon. Demostraremos el Teorema
de existencia y unicidad en cualquier niimero de dimensiones.

Notacién. Notaremos a los puntos por x = (z1,...,74) € R? y al campo que define
la ecuacion diferencial por X, que sera funcién de ¢t y de z, que estard definido en

un conjunto D C R x R? y exigiremos que sea abierto y conexo. Asi, tendremos

X : D — R¢
(t,r) — X(t, )

donde el campo X tiene d coordenadas:
X =(Xy,...,Xq)
donde tratamos de resolver la ecuaciéon & = X (¢, z), que en realidad es un sistema

de ecuaciones:
Qfl = Xl(t,l'h . ,.fL'd)

.fd = Xd(t, L1y - ,xd)
Supondremos siempre que X es una funciéon continua.
Tomaremos (tg, zo) € D y queremos resolver el problema de condiciones iniciales
= X(t, ), z(to) = xo

que consiste en resolver la ecuacion diferencial superior mediante una solucién que
cumpla la condicién enunciada.
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1.1. Problema a resolver

Asi, queremos resolver el problema:
= X(t, ) (1.1)

con X : D — R? continuo, donde D C RxR? es un subconjunto abierto y conexo. La
condicién de que X sea continuo es equivalente a que cada una de sus coordenadas

X =(Xy,...,Xy)
sea una aplicacién continua.

Definicién 1.1. Una solucién del problema (1.1) es una aplicacién z : I — R?
donde I C R es un intervalo® de forma que z(t) C D:

i) x(t) es derivable.
it) (t,z(t)) e D  Vtel.
i) @(t) = X(t,z(t)) Vtel.

Observacion. Observemos que la definicién de solucién del problema planteado an-
teriormente es equivalente si sustituimos la condicién de que x sea derivable por la
condicién de que z sea de clase 1, puesto que la condicién iii) nos da automatica-
mente la continuidad de la derivada de x.

Asi, la condicién i) se puede sustituir por la condicién i) x € C1(I,R?).

Ejemplo. Veamos un par de ejemplos para fijar las ideas:

1
1. Consideramos & = z? y la aplicacién z(t) = T3 Vamos a analizar el marco
del problema.

Tenemos en este caso d = 1 y D = R?, puesto que tenemos el campo vectorial

X (t,x) = 2?, que es continuo en todo D = R x R.
Tenemos una primera solucién en 1 = |—oo, 1], z;(t) = 5.
1

Y otra solucién en I = |1, +-00[, 25(t) = .

Son dos soluciones distintas, con la misma férmula.

2. Consideramos ahora & = 7 y la aplicacién x(t) = —T7t.

Tenemos d = 1 y el campo es X(t,x) = 7, que tiene dos posibles dominios de
definicién:

D; =R xR, Dy, =R" xR
Tenemos en realidad dos ecuaciones diferenciales.

Para discutir una de sus soluciones, si consideramos:
I, =R, I, =R*"

tenemos que a:‘ ;. es solucion de la ecuacion diferencial considerando el dominio
1

D, y anédlogamente para z|, con el dominio D.

Iz

3No necesariamente abierto.
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Para una ecuacién @ = X (¢, ) definida en un dominio D C R x R abierto y conexo,
acompanaremos usualmente la ecuacion de una condicién inicial, que es fijar un
punto (to,xg) € D y obligaremos a la solucién x(t) de la ecuacién que verifique la
condicion:

z(to) = xo (1.2)
Cuando nos refiramos préximamente al problema (1.1) nos estaremos refiriendo

usualmente a un problema de valores iniciales dado por la féormula destacada y
por la condicién (1.2).

Ejemplo. En el primer ejemplo anterior tenemos para la condicién inicial 2(0) = 1
que la solucién de z = z? es x : |—o0, 1] — R dada por:

Teorema 1.1 (Cauchy-Peano, Existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.).
Todo problema de valores iniciales admite una solucién definida en algin intervalo*
I contyel.

Observacion. El ejepmlo anterior nos demuestra que el Teorema de Cauchy-Peano
no puede generalizarse a otro que resuelva el problema de forma global, puesto que
tenemos una soluciéon para la ecuacion que no puede extenderse a todo R; a pesar
de ser el dominio de la ecuacién todo R2.

Lo que venga a continuacion estara destinado a probar el Teorema anterior.

El primer paso sera pasar el problema de valores iniciales a una ecuacién integral,
puesto que la ecuaciéon diferencial y el problema de condiciones iniciales son muy
intuitivos pero dificiles de manipular desde el punto de vista de las demostraciones.

1.2. Ecuacién integral de Volterra

La ecuacién integral de Volterra es:

z(t) = xo +/t X(s,z(s)) ds (1.3)

Es la ecuacién que obtenemos al integrar @ = X (¢, ). Asi, a cada ecuacion diferencial
podemos asociarle una ecuacién de Volterra y a cada ecuacion de Volterra podemos
asociarle una ecuacion diferencial.

Ejemplo. El problema de valores iniciales & = 3x con la condicién inicial z(2) = —5
tiene ecuacion integral de Volterra:

z(t) = -5+ /t 3x(s) ds (1.4)

Definicién 1.2. Una solucién de (1.3) es una funcién z : I — R con I un intervalo
que contiene a ty en su interior y:

4Por tanto, el Teorema nos da una solucién local.
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i) x es continua.
it) (t,z(t)) e D  Vtel.
i13) Se cumple la condicién (1.3) para todo t € I.
Ejemplo. Una solucién de la ecuacién integral de Volterra (1.4) es:
z(t) = =522 VteR

La estrategia serd enunciar los Teoremas como ecuaciones diferenciales y realizar sus
demostraciones con ecuaciones integrales.

Proposicion 1.2. Los problemas (1.1) y (1.3) son equivalentes’.

Demostracion. Supondremos que tenemos una soluciéon de una ecuacion y tendremos
que probar entonces que tenemos una solucién de la otra ecuacion. Basta aplicar el
Teorema Fundamental del Calculo en un caso y la Regla de Barrow en el otro.

» Supuesto que x : I — R? es solucién de la ecuacién (1.1), tenemos entonces
que z es una aplicacién derivable que verificaS:

P(t) = X(t,a(t) Vtel

Por lo que & es una primitiva de la aplicacién t — X (¢, z(t)) definida en I,
que sabemos que es continua. La Regla de Barrow nos dice entonces que fijado
ty € I se tiene:

/t X(s,x(s)) ds = x(t) — x(tg) = z(t) — xg Viel

Y despejando obtenemos (1.3).

= Supuesto que z : I — R? es solucién de la ecuacién (1.3), tenemos en este caso
que x es una aplicacion continua que verifica:

z(t) = xo + /ttX(s,x(s)) ds Vtel

Como z es continua, la aplicacion s — X (s, z(s)) y de dominio [ serd también
continua. Bajo estas hipdtesis, el Teorema Fundamental del Célculo nos dice
que la aplicacién

t—s /t:X(s,x(s)) ds

de dominio I es derivable, por lo que también lo serd la aplicacién x, y su
derivada es:
x(t) = X (¢, x(t)) Vtel

Hemos obtenido que z es solucién de (1.1), y es claro que z(tg) = xo.

]

5Es decir, tienen las mismas soluciones.
6Observemos que la condicién 4i) en el primer caso es equivalente a la condicién 4i) del segundo
caso.
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1.2.1. El Teorema global

La estrategia a seguir sera probar un Teorema global con hipdtesis extra para luego
retringir el problema y obtener la demostracién del Teorema local.

Teorema 1.3 (global de existencia). Sea D = ]a,b[ x R? para ciertos a,b € R y
X :]a,b[ x RY — R? continuo de forma que

M > 0: | X(t,z)]| < M V(t,z) € D
Entonces (1.1) tiene una solucidn definida en todo el intervalo |a, b|.
Ejemplo. Familiaricémonos con este problema.

1. Consideramos el sistema

. L2
= t s O - 3
=g . + tsen(xy) x1(0)
iy =e " + /112, 22(0) =7
Aqui tenemos d = 2, ]a,b[ =]—1,1[, con X :|—1,1[ x R* — R? continuo.

Veamos que X esta acotado, como todas las normas son equivalentes, toma-
remos la norma del méximo: ||(x1, z2)|| = méx{|z1], |z2|}:

1X(t2)| <méx{2,2} =2  V(t,z) €]-1,1] x R?
Tenemos ademds que ty = 0 € ]a, b[ asi como que zy = (3,7) € R%

2. Veamos ahora que la hipdtesis de que X es acotado es esencial, puesto que el
problema de valores iniciales & = x?, z(0) = 1 con solucién

o) = ——,  te]-3,1]

donde tenemos” D = |—3, 3] x R. Préximamente veremos que esta solucién es
la tinica para la condicién inicial enunciada, lo que nos garantizara que esta
solucién no puede extenderse a otra que esté definida en |—3, 3.

Vamos a ver a continuacion que el Teorema 1.1 puede deducirse a partir del Teo-
rema 1.3, por lo que nuestro futuro trabajo sera probar este segundo. Para probar
esta relacién usaremos el Lema del Pegado, que ya conociamos de Topologia 1.

Lema 1.4. Sean X,Y espacios métricos y Fi, Fy, C X dos cerrados de forma que
FyUF, = X. Sean f; : F; = Y continuas para i € {1,2} verificando que f; = fo en
F1 N Fy. Entonces la funcion f: X —'Y dada por:

| filz) size B
f(z) _{ folz) sixz € Fy

estd bien definida y es continua.

"Podriamos haber tomado D = R x R, pero queremos verificar las hipétesis del Teorema.
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Proposicion 1.5. Del Teorema 1.3 puede deducirse el Teorema 1.1.

Demostracion. Como D es abierto y (o, xg) € D, podemos tomar a,b > 0 de forma
que:

R={(t,z) eERxR: |t —ty| <a,l|x—z] <} C D

Toe----|---------

o -------o

<+
o

Nuestro objetivo es tratar de extender el campo X definido en el conjunto D a toda
la banda |ty — a,tp + a[ x R% Inicialmente podriamos pensar en asignarle el valor 0
fuera de la regién R, pero entonces podriamos perder la continuidad del campo X.
Este problema tiene facil arreglo, pues basta reservar una zona en la que “unir” el
campo X con la funcién constantemente igual a cero de forma continua. Para ello,
tomaremos 0 < b* < b y consideraremos:

R ={(t,z) eRxR: [t —to| < a,||z —z0]| <D} C D

v

T

®---|----o

<+
o

Definimos 9 : Jtg — a,ty + a[ x R? — R continua de forma que:

=1 en |z—xf <b*
=0 en |z—x >0b
0< Y <1 siempre

12 losdeldgiim.github.io
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Y definimos el campo modificado X* : [ty — a,to + a] x R — R? dado por:

. Ut x) - X(tx) sl — ol < b
X “’x)—{ 0 s |z — 20| > b

Vemos que X (t, ) = X*(¢,z) para todo (t,z) € R*.

Buscamos aplicar ahora el Teorema 1.3 a & = X*(¢, ), x(ty) = x¢. Falta comprobar
la contiuidad de X* y su acotacion.

= Para la contuidad de X*, si consideramos en el espacio ]ty — a,ty + af x R%:
Fi={(tz) ERxR: [t —ty| < a, ||z — x| <
Fy={(t,2) eRxR¥: |t —ty| < a, |z — 20| > b}

Vemos que definiendo f; = ¢ - X, fo = 0 se tiene que® f; = fo en F} N Fy.
Aplicando el Lema 1.4 obtenemos que la funcion X* es continua.

= X es continuo y R C D es compacto, por lo que:
M >0: || X(t,x)|| <M V(t,z) € R
Como ¥ < 1 obtenemos que X* es también acotada a partir de su definicion.

Aplicando ahora el Teorema 1.3 obtenemos que existe x : |t — a,ty + a[ — R? que
es solucion del problema:

B(t) = X*(t,z(t)),  x(to) =z

Vemos que z(t) no puede (quizas) ser solucién del problema planteado con el campo
X en el dominio D.

Toe----|-- \/R

<+
o

Sin embargo, si que nos podemos restringir a un entorno en el que sea solucion.
Tenemos que:

T(t) = X(t,x) = X"(t,z) si ||z — a0l <b

x(tg) = o, x(t) continua

8Por la contiuidad de 9 tenemos que 9(x) = 0 cuando ||z — x| = b.
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Y ademas:
36 > 0: ||J](t)—l'o|| < b vte[t0—57t0+5]

Con lo que :r;‘[t si que es solucion de & = X (¢, z), z(ty) = xo. O

0—9,to+9]

1.2.2. Demostracién del Teorema global

Nuestro interés sera ahora probar el Teorema 1.3. Recordando las hipdtesis, tenemos
una funcién X : Ja, b[ x R? — R? continuo y acotado:

IM | X(La)| <M V() € a,b] x RY

Asf como ty € Ja,b] y 7o € R%. Queremos llegar a probar que existe una solucién
definida en Ja, b de & = X (t, z), z(ty) = xo.

La demostracion se dividird en 3 etapas:

1 - Construccién de soluciones aproximadas. Fijado ¢ > 0, definiremos
. : ]Ja,b[ = R? continua de forma que se verifica®:

< Me  Vtelab

v — /t:X(S,x(s)) ds

Estas funciones z. seran soluciones aproximasdas a la ecuacién de Volterra
€
que estamos buscando, y seguiremos el método de Tonelli para construirlas.

2 - Argumento de compacidad (Ascoli-Arzeld). En esta etapa queremos pa-
sar al limite de una sucesiéon de aproximaciones x._, que queremos que tengan
limite, para lo que nos seréan de especial relevancia los conjuntos compactos en
un espacio de funciones. La convergencia que nos interesara sera la convergen-
cia uniforme.

3 - Paso al limite. Tendiendo n a infinito obtendremos la solucion como limite de
la sucesién construida.

Ejemplo. Consideramos 2" = senz, 2(0) = 7, [0,2] y € = 1. La solucién aproximada
serfa:

NN

sitel0,1]

ZEl(t) =

t—1 T
+/ ds==+t—1 sitell,2]
0

t—1
+/ senzy(s) ds =
0 2

bo| 3
ro| 3

9La constante Me es por comodidad, se podria haber sustituido por €.
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1 - Construccién de soluciones aproximadas

Sea £ > 0 cumpliendo ¢ < min(ty — a,b —to) (asi [to — €, to + €] C ]a, b]), definimos
. : ]a, b — R? dada por:

(20 sit € [tg—e,to+e]

t—e
a:o—i—/ X(s,2o(s)) ds sit € |to+e,b|
to

a:o—l—/ X(s,x(s)) ds sit€la,tyg—¢|

Es facil ver que x. esta bien definida y que es continua, pues la definicién en cierto
intervalo depende de la definicién de la funcién en otro intervalo y el intervalo inicial
a considerar es [ty — ¢, to + €], donde las soluciones aproximadas comienzan tomando
un valor de zg.

to— ¢ to+¢

a to v bl
x:(t) = xo

Veamos ahora que son soluciones aproximadas, es decir, que:

|E®)| = < Me Vt € |a, b|

e — 20 — /t:X(s,:U(s)) ds

Para ello:

» Sit€ [ty —e,tp + €] tenemos que:

/szo dH<

IE(t) <Mt —to| < M

t
/WX@mw@
to

n Sitel]to+ebf:

IE@ =

xe(t) — xo — / X(s,z(s ds—/ X(s,z:(s5)) ds
t

Xsyz:E ) ds

< [ IX s o))l ds < M
t—e

2 - Argumento de compacidad (Ascoli-Arzeld)

Abstrayendo el problema actual a un marco general, trabajaremos con un intervalo
I C Ry una sucesién de funciones f, : I — R? Sea f : I — R?, diremos que f, — f
converge uniformemente si:

Ve>03dNeN:n>N = | f.(t)=f(t)]<e Vtel

15 losdeldgiim.github.io
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La idea que hay detras es que para cada error ¢ existe un término suficientemente
avanzado de forma que toda la sucesion se queda dentro de un “tubo” de radio e
alrededor de la grafica de la funcién f que aproximamos:

f—ﬂ

Por otra parte, decimos que f,, — f converge puntualmente si:
Ve>0 vVtel INeN : n>N = |flt)—f)| <e

Con lo que la constante N que encontramos cada vez depende ahora del punto t €
en el que nos encontramos.

Ejemplo. Sea f, : [0,1] — R cuya gréfica es para cada n € N la de un tridngulo de
base 1/n, altura 1 y que vale 0 en el resto de su dominio:

1*

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

:
1 1
2n

Tenemos que f,, — 0 de forma puntual. Tomando un tubo de cualquier radio menor
que 1 es claro que f,, no converge uniformemente a f.

Formalmente, por reduccién al absurdo, si f,, — f converge uniformemente, aplica-
mos la definicién para (sirve cualquier valor 0 < e < 1) € = % Observamos que:

1
1@l <5 n=N Vielo,1]

Sin embargo, tenemos que f,,(1/2n) = 1, lo que contradice que f,, — f uniformemente.
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